
الهام: خانم قبول كنيد كه سؤال ميانگين آزمون، پرسش سهمگينی 
بود. سؤال دقيقاً گفته بود:

روی محور عددها جای چهار عدد c، b، a و d نسبت به هم در شكل 
زير مشــخص و نمايش داده شده است. جای ميانگين آن ها را روی 
 a همين محور تعيين كنيد و برای ادعای خود دليل بياوريد. )فاصلة

تا b برابر با فاصلة b تا c و برابر با نصف فاصلة c تا d است.(

پریسا: شايد اشتباه می كنم، ولی من فكر می كنم سؤال ايراد اساسی 
دارد. سؤال از ما می خواهد ميانگين چهار عدد را مشخص كنيم. در 
صورتی كه خود سؤال آن چهار عدد را مشخص نكرده است! در شكل 
تنها جهت محور نمايش داده شده است و مبدأ آن مشخص نيست. 
پس واقعاً اين عددها همان طور كه در صورت پرســش گفته شــده 

است، مشخص نيستند!
زهرا: فكر كنم پريســا كمی شــتاب زده قضاوت كرد. پرسش نگفته 
كه عددها مشخص شــده اند! بلكه گفته كه جای آن ها نسبت به هم 
مشخص شده اند. البته من هنوز نتوانسته ام از اين موضوع كمك بگيرم.

سایه: من فكر می كنم جای ميانگين اين چهار عدد دقيقاً مشخص 
نيســت، ولی محدودة مشخصی دارد و بايد بين دو عدد b و c جای 
بگيرد. زيرا قرار است ميانگين اين چهار عدد باشد و به همين خاطر 
بايد بين آن ها قرار بگيرد. يعنی از دو تای آن ها بزرگ تر و از دو تای 

آن ها كوچك تر باشد.
اعظم: فكر نمی كنم حرف سايه درست باشد. او دليلی برای گفته های 

خود نياورد و فقط ادعا كرد كه ميانگين بايد فلان جور جای بگيرد.
سایه: دليلم واضح است. می گوييم »ميانگين«. طبق همين حرف، 
ميانگيــن بايد ميان عددها باشــد. امكان نــدارد ميانگين هر جای 

دل خواهی قرار بگيرد.

اعظم: من در همين فرصت كوتاه يك مثال پيدا كردم. عددهای 1، 
2، 3 و 10 را انتخاب و ميانگين آن ها را پيدا می كنم. روشن است كه: 

ميانگيــن. چنان كه می بينيم، عدد  + + +
= = =

1 2 3 10 16 4
4 4  

چهار بين 2 و 3 جای ندارد و از 1، 2 و 3 بزرگ تر است.
سایه: درست است. بايد كوتاه بيايم. اشتباه من اين بود كه به جای 
تعريف ميانگين سراغ معنايی خودساخته از واژة ميانگين رفته بودم.
من: ســايه درست می گويد. بارها گفته ام كه بايد تعريف ها را جدی 
بگيريد. حتی گاهی مشترك های لفظی ممكن است شما را به اشتباه 
بيندازند. مثلاً »فاصلة نقطه از نقطه« مفهومی اســت كاملاً متفاوت 
از »فاصلة نقطه از خط« و واژة فاصله كه در هر دو مشــترك است، 

ممكن باعث شود شما هر دو را يكی بگيريد. بگذريم.
لیلا: اما اين حرف ســايه كه محــدودة ميانگين چند عدد محدودة 
ويژه ای است، حرف درستی است. من احساس می كنم كه ميانگين 
چنــد عدد بايد از بزرگ ترين آن ها كوچك تر و از كوچك ترين آن ها 
نيز بزرگ تر باشد. به عبارت ديگر، ميانگين چند عدد هر جايی بين 

كوچك ترين و بزرگ ترين آن ها ممكن است قرار بگيرد.
من: ليلا درســت می گويد. جملة اول او را به سادگی می توان اثبات 
كرد و نيز به كمك مثال می توان جملة دوم او را نيز ثابت كرد. البته 
اگر دربارة تعداد مشخصی از عددها، مثلاً هفت عدد بررسی می كنيم، 
 n جملة دوم او به كمك مثال ها قابل اثبات هســتند، ولی اگر دربارة
عدد بررسی می كنيم، ديگر مثال كارايی ندارد و اثبات اين مطلب در 

حد برنامة درسی ما نيست.
نفیســه: همين مثال اعظم الان به من كمك كرد تا چيز جالبی را 
بفهمم. حدسی زده ام و فعلاً دليلی برای آن ندارم. من به عنوان مثال 
فرض كردم كه: c=3 ،b=2 ،a=1 و d=5 باشد. اين ها با فرض هاي مسئله 

سازگار هستند و بنا بر اين فرض ها به سادگی ديدم كه: 
 /+ + += = =1 2 3 5 11 2 ۷54 4
ميانگين
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همچنيــن بــا مثــال c=4 ،b=3 ،a=2 و d=6 نيــز فهميــدم كه:
 c=۷ ،b=6 ،a=5 يا با مثال /+ + += = =2 3 4 6 15 3 ۷54 4

ميانگين.
 /+ + += = =5 6 ۷ 9 2۷ 6 ۷54 4

ميانگين. و d=9 نيز فهميدم كه: 
حدسم اين است كه احتمالاً به خاطر فاصله های برابر b از a و c و نيز 
اينكه فاصلة d از c دو برابر فاصلة b از a )يا از c( است، هميشه ميانگين 

عددی است كه بخش ناصحيح آن عدد سه چهارم يا 0/۷5 است.
الهه: مثال های نفيســه چيز بزرگ تری را نشان می دهند. البته من 
هم حدس می زنم و اثباتی برای گفتة خود ندارم، ولی آنچه می بينم 
1 از عدد سوم كوچك تر 

اين اســت كه هميشــه، ميانگين به اندازة 4
ميانگين،  /= − =13 2 ۷54

اســت. در مثــال نخســت او داريم: 
ميانگين و در مثــال ســوم او:  /= − =14 3 ۷54

در مثــال دوم: 
. احتمالاً موضوع اين اســت كه در اين  /= − =1۷ 6 ۷54

ميانگين
پرســش موقعيت مبدأ روی محور اهميتی ندارد و هميشه برای پيدا 
كردن ميانگين بايد وســط b و c را مثلاً e بناميم و ميانگين درست 

وسط e و c خواهد بود.
الهام: به نظر من خانم معلم مهربان تر از آن اســت كه اثبات چنين 
چيزی را از ما انتظار داشــته باشد. بدون داشتن مبدأ واقعاً دست ما 

برای استدلال بسته است!
من هيچ نمی گفتم و بچه ها متوجه شده بودند كه همين جا به جواب 

نزديك هستند و فكر می كردند.
نــدا )بعد از ســه دقيقه(: فكــر می كنم موضوع پيچيده نيســت 
و توانســته ام حــدس الهه را ثابت كنــم. اول از همــان مثال الهه 
و نفيســه روشــن اســت كه بــرای c=۷ ،b=6 ،a=5 و d=9 داريم: 
+/ و می دانيم كــه در اين  + += = =5 6 ۷ 9 2۷ 6 ۷54 4

ميانگين
حالت فاصلة مبدأ با a برابر با 5 اســت. پس به ســادگی اين فاصله 
را بيشــتر و فرض می كنيم برابر با m+5 باشد. در اين صورت فاصلة 
مبدأ از عددهای ديگر هم درســت به همين اندازه بيشتر می شود و 

خواهيم داشت:
 a=m+5 ،b=m+6 ،c=m+۷ و d=m+9

حالا خيلی ساده ميانگين را محاسبه می كنم:

 

(m ) (m ) (m ) (m )

m

+ + + + + + +
=

+ + + += = + = +

5 6 ۷ 9
4

4 5 6 ۷ 9 2۷ 6 ۷54 4
m m m /

+ + + + + + +
=

+ + + += = + = +

5 6 ۷ 9
4

4 5 6 ۷ 9 2۷ 6 ۷54 4

میانگین

يعنی می بينيم كه ميانگين نيز به همان اندازة m از مبدأ دور می شود. 
يعنی نسبت به عددهای ديگر جابه جا نمی شود و به تعبير الهه عدد 
m همان عدد سوم، يعنی m+۷ است كه يك  m /+ = +2۷ 6 چهارم يا بيست و پنج صدم از آن كم شده است.۷54
سارا: نمی توانم حرف ندا را قبول كنم. اساس حرف او يك مثال است 
و بقية استدلالش را بر آن استوار كرده است. معلوم نيست كه اگر با 

مثال ديگری آغاز می كرد به كجا می رسيد.
ندا: ببينيد. اگر من بتوانم همة عددهايی را كه در سؤال آمده اند به 
روشــی كه گفتم نمايش بدهم، آن گاه استدلالم دربارة آن ها ناقص 
نيســت و دربارة همة آن ها حــرف زده ام و بايد حرف مرا بپذيريد و 

اين اصلاً مهم نيست كه همة آن ها را به كمك يكی از آن ها نمايش 
داده ام و معرفی كرده ام. اما موضوع مهم تری هســت. واقعاً استدلال 
من خاص اســت و دربارة بعضی از عددها حرفی برای گفتن ندارد. 
در ســؤال گفته شــده كه فاصلة b از a و cيكسان است، ولی من با 
پيروی از مثال های نفيســه شتاب كردم و اين فاصله را دقيقاً برابر با 
يك گرفتم. حالا بايد اســتدلالم را اصلاح كنم. پس فرض می كنم: 
d باشــد و ميانگين را  s= +5 4 c و  s= +5 2  ،b s= +5  ،a = 5

محاسبه می كنم.
( ) ( s) ( s) ( s)

s ss

+ + + + + +
=

+
= = + +

5 5 5 2 5 4
4

20 ۷ 354 4

ميانگين

 s+5 2 s4 از ســومين عدد، يعنی  و می بينيــم كه ميانگين به اندازة 
كوچك تر اســت و اگر مبدأ را به انــدازة m از عدد اول دورتر كنم، 
بقيــة عددها نيز هر كدام به همين اندازه از مبدأ دورتر می شــوند. 
 c m s= + +5 2  ،b m s= + +5  ،a m= + 5 حالا با عددهــای 
d ســر و كار خواهيم داشــت و دوباره ميانگين را  m s= + +5 4 و 

محاسبه می كنيم.
(m ) (m s) (m s) (m s)

m s s
m s

+ + + + + + + + + +
=

+ +
= = + + +

5 5 5 2 5 4
4

4 20 ۷ 35
4 4

ميانگين

s4 از ســومين عدد يعنی  و بــاز هم می بينيم كه ميانگين به اندازة 
m كوچك تر است. پس برای مشخص كردن جای ميانگين  s+ +5 2
اين چهار عدد روی محور، كافی اســت جايی بين b و c را مشخص 

كنيم كه فاصلة آن تا c يك چهارم فاصلة b تا c باشد؛ اين جوری:

پریا: قبول كنيد كه به قول الهام، سؤال سهمگينی بود.
من: حالا بيشتر دربارة اين ســؤال صحبت خواهيم كرد. الان وقت 
زيادی از كلاســمان نمانده است. در اين زمان كوتاه توجه كنيد كه 
ندا می توانســت كمی ساده تر اســتدلال كند. او راه حلش را از بين 
گفته های ديگران پيدا كرد و طبيعی است كه در وقت كوتاه نتوانست 
خوب آن را سر و ســامان دهد. راه كاملاً درست است، ولی ساده تر 
، ســومی را  b a s= + ايــن بود كه عــدد اول را همان a، دومی را 
d می گرفت. در اين  a s= + 4 c و بالاخره عدد چهارم را  a s= + 2

صورت يك باره ميانگين را حساب می كرد:

(a) (a s) (a s) (a s)

a s s
a s

+ + + + + +
=

+
= = + +

2 4
4

4 ۷ 3
4 4

ميانگين

s4 از عدد  و می توانســت به سادگی حكم كند كه ميانگين به مقدار 
a كوچك تر اســت. هفتة بعد باز هم دربارة اين  s+ 2 ســوم، يعنی 

سؤال گفت وگو خواهيم كرد.
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